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LES VECTEURS DE WITT ET L’ALGE`BRE UNIVERSELLE,
D’APRE`S JOYAL
LUC BE´LAIR
Re´sume´. L’alge`bre universelle et la the´orie des cate´gories donnent un e´clairage
particulier sur l’anneau des vecteurs de Witt. Je vais illustrer ces ide´es a` l’aide de
l’exemple plus familier de l’anneau des se´ries formelles, en faisant le paralle`le avec
les vecteurs de Witt. Je ferai un rappel des notions utilise´es sur les cate´gories. On
peut dire que l’ide´e essentielle est que le foncteur  anneau des vecteurs de Witt 
est un foncteur adjoint.
Abstract. Universal algebra and category theory shed some light on the ring of Witt
vectors. I illustrate these ideas with the more familiar example of formal power
series ring, while drawing the parrallel with Witt vectors. I recall the appropriate
notions from categories. One can say that the essential idea is that the  Witt
vector functor  is an adjoint.
§.1 Introduction
§.2 Adjonction, foncteurs adjoints
§.3 Exemples
1. Introduction
Il y a plusieurs fac¸ons de voir les vecteurs de Witt et les se´ries formelles. Pour les
besoins de cet expose´, nous allons prendre comme point de de´part le fait qu’e´tant
donne´ un corps k, ils re´pondent ensemble a` la question de la structure des anneaux
de valuation discre`te complets O dont le corps re´siduel soit k :
– si k est de caracte´ristique 0, alorsO ' k[[T ]], l’anneau des se´ries formelles entie`res
a` coefficients dans k ;
– si k est de caracte´ristique p > 0, alors :
– soit O ' k[[T ]], comme ci-dessus ;
– soit O ' W [k], l’anneau des vecteurs de Witt sur k, qui est un anneau
de caracte´ristique 0, et dont p engendre l’ide´al maximal, ou encore O est
isomorphe a` une extension alge´brique finie entie`re de W [k] 1.
Dans le cas de W [k], si on fixe un ensemble de repre´sentants du corps re´siduel alors
tout x ∈ W [k] se repre´sente de fac¸on unique par une se´rie
a0 + a1p+ a2p
2 + . . .
Se´minaire de structures alge´briques ordonne´es, Univ. Paris 7, le 16 mars 2010.
1. Donne´e par un polynoˆme d’Eisenstein.
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ou` les ai appartiennent a` l’ensemble de repre´sentants fixe´. Cela met en e´vidence
l’analogie avec les se´ries formelles 2.
Dans cet expose´ tous les anneaux seront commutatifs unitaires. L’anneau des se´ries
formelles posse`de une structure supple´mentaire fournie par l’ope´ration de de´rivation
formelle par rapport a` l’inde´termine´e. Pour les besoins de notre discussion nous allons
passer a` un anneau de coefficients, et nous allons supposer que cet anneau est de
caracte´ristique 0 et que les entiers y sont inversibles. Soit donc A un tel anneau
commutatif unitaire, on conside`re A[[T ]] et l’ope´ration DT = ddT sur A[[T ]] :
DT : A[[T ]]→ A[[T ]]
DT (
∑
n
anT
n) =
∑
n
nanT
n−1
ou` an ∈ A. L’ope´rateur DT satisfait les identite´s habituelles :
(D1) DT (x+ y) = DT (x) +DT (y)
(D2) DT (xy) = DT (x)y + xDT (y)
(D3) DT (1) = 0.
Un appelle anneau diffe´rentiel un anneau muni d’une ope´ration qui satisfait les
identite´s (D1), (D2), (D3), et on dit alors que cette ope´ration est une de´rivation sur
l’anneau donne´. Nous allons habituellement de´signer un anneau diffe´rentiel par un
couple (B,D) ou` B sera l’anneau sous-jacent et D la de´rivation.
Il se trouve que (A[[T ]], DT ) joue un roˆle particulier par rapport aux de´rivations
sur A. De´signons par εA l’application de A[[T ]] dans A qui associe a` une se´rie son
terme constant, i.e. εA(
∑
aiT i) = a0. On a les deux proprie´te´s cle´ suivantes.
(I) Soit un anneau diffe´rentiel (B,D). Alors pour tout homomorphisme d’anneaux
B
ϕ
→ A, il existe un unique homomorphisme d’anneaux diffe´rentiels
(B,D)
ϕ¯
→ (A[[T ]], DT ) tel que εA ◦ ϕ¯ = ϕ.
En effet, il s’agit de prendre
ϕ¯(b) =
∑
n
ϕ(Dn(b))
n!
T n
Ve´rifions l’unicite´. Supposons ϕ¯ un morphisme diffe´rentiel tel que εA ◦ ϕ¯ = ϕ.
Disons ϕ¯(b) = a0 + a1T + a2T 2 + . . .. On a a0 = ϕ(b), car εA(ϕ¯(b)) = ϕ(b).
Mais ϕ¯ est aussi un morphisme diffe´rentiel, donc ϕ¯(D(b)) = DT (ϕ¯(b)), et
alors εA(ϕ¯(D(b)) = εA(DT (
∑
aiT i)), d’ou` ϕ(D(b)) = a1. De meˆme on doit
avoir ϕ¯(D2(b)) = D2T (ϕ¯(b)), et alors εA(ϕ¯(D
2(b)) = εA(D2T (
∑
aiT i)), d’ou`
ϕ(D2(b)) = 2a2, et ainsi de suite.
(II) La donne´e d’une de´rivation sur A est e´quivalente a` la donne´e d’un homomor-
phisme d’anneaux de A dans A[[T ]].
En effet, si on a une de´rivation D sur A, alors on obtient un homomorphisme
de A dans A[[T ]] par la proprie´te´ (I) avec ϕ = l’application identite´ de A.
2. Pour les proprie´te´s de base des vecteurs de Witt, voir P. Ribenboim, L’arithme´tique des corps,
1972, ou J.-P. Serre, Corps locaux, 1968.
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Re´ciproquement, si on a un homomorphisme d’anneaux A
h
→ A[[T ]], alors on
ve´rifie directement que D = εA ◦DT ◦ h est une de´rivation sur A.
Il se trouve qu’il y a un phe´nome`ne semblable dans les vecteurs de Witt par rapport
a` une ope´ration dite de p-de´rivation. Si k est un corps parfait de caracte´ristique
p > 0, il y a dans W [k] un syste`me de repre´sentants multiplicatifs, et alors dans
la repre´sentation en se´ries avec ces repre´sentants on obtient l’automorphisme dit de
Frobenius
fp : W [k]→ W [k]
fp(
∑
aip
i) =
∑
api p
i
On note qu’on a toujours fp(x) ≡ xp modulo p. On de´finit alors l’ope´ration
δp(x) =
fp(x)− xp
p
qui satisfait les identite´s suivantes
(δ1) δp(x+ y) = δp(x) + δp(y)−
∑p−1
i=1
1
p
(p
i
)
xp−iyi
(δ2) δp(xy) = δp(x)yp + xpδp(y) + pδp(x)δp(y)
(δ3) δp(1) = 0.
Un appelle delta-anneau (relatif a` p), un anneau muni d’une ope´ration qui satisfait
les identite´s (δ1), (δ2), (δ3), et on dit alors que cette ope´ration est une p-de´rivation sur
l’anneau donne´. La construction des vecteurs de Witt, et les conside´rations ci-dessus,
se ge´ne´ralisent aux anneaux et on a un phe´nome`ne pour (W [A], δp) par rapport aux
p-de´rivations sur A, semblable au phe´nome`ne observe´ dans le cas diffe´rentiel.
Le but de cet expose´ est de mettre ces phe´nome`nes dans un contexte ge´ne´ral.
Dans le cas des vecteurs de Witt, c’est Joyal 3 qui a mis ces phe´nome`nes structuraux
en e´vidence. Nous ne faisons ici que de´tailler certains e´le´ments de son article, et
indiquer d’autres exemples. Grosso modo, dans le cas des se´ries formelles, l’essentiel
du phe´nome`ne se re´sume a` ce que le foncteur d’oubli de la cate´gorie des anneaux
diffe´rentiels dans la cate´gorie des anneaux posse`de un adjoint a` droite, qui co¨ıncide
avec le foncteur  anneau de se´ries formelles  dans le cas que nous avons conside´re´.
2. Adjonction, foncteurs adjoints
Nous rappelons quelques de´finitions et re´sultats sur les foncteurs adjoints. 4
De´finition 1 (Adjonction). Soient A,X des cate´gories. Une adjonction de X dans
A est un triplet (F,G, φ) ou` X
F
→ A, A
G
→ X sont des foncteurs et pour chaque
couple d’objets X ∈ Obj(X), A ∈ Obj(A), φX,A est une bijection
HomX(X,GA) 'φX,A HomA(FX,A)
3. A. Joyal, δ-anneaux et vecteurs de Witt, C. R. Math. Rep. Acad. Sci. Canada VII (1985)
177-182 ; voir aussi du meˆme auteur, δ-anneaux et λ-anneaux, ibid. pp. 227-232.
4. Voir par exemple Jaffard-Poitou, Introduction aux cate´gories et aux proble`mes universels, 1971,
ou S. MacLane, Categories for the working mathematicians, 1971.
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naturelle en X et A.
On dit alors que F est un adjoint a` gauche de G et que G est un adjoint a` droite
de F . A` isomorphisme de foncteurs pre`s, un foncteur a au plus un adjoint a` droite et
au plus un adjoint a` gauche.
Exemple 1. Soient A = Ab, la cate´gorie des groupes abe´liens, et X = Ens, la
cate´gorie des ensembles, alors F : Ens → Ab le foncteur groupe abe´lien libre est
un adjoint a` gauche de G = U : Ab → Ens le foncteur d’oubli. La naturalite´ des
bijections en jeu est que pour tout morphisme X
f
→ Y dans Ens et tout morphisme
A
ϕ
→ B dans Ab, le diagramme suivant commute.
HomEns(X,UA) −−−→
φX,A
HomAb(FX,A)
Hom(f)
x


x

Hom(F (f))
HomEns(Y, UA) −−−→
φY,A
HomAb(FY,A)
Hom(U(ϕ))


y


yHom(ϕ)
HomEns(Y, UB) −−−→
φY,B
HomAb(FY,B)
Exemple 2. Soient A = une varie´te´ de l’alge`bre universelle vue comme cate´gorie,
et X = Ens, la cate´gorie des ensembles, alors F : Ens→ A le foncteur alge`bre libre
est un adjoint a` gauche de G = U : A→ Ens le foncteur d’oubli.
Exemple 3. Soient A = la cate´gorie des corps, et X = la cate´gorie des anneaux
inte`gres, alors F = le foncteur corps des fractions est un adjoint a` gauche de G = U
le foncteur d’oubli.
Exemple 4. Soient A = X = Ab, la cate´gorie des groupes abe´liens. Fixons un groupe
abe´lien M . Alors F = ⊗M le foncteur produit tensoriel par M est un adjoint a`
gauche de G = HomAb(M, ) le foncteur Hom de source M .
Exemple 5. Fixons X, Y des ensembles, et soit pi : X × Y → X la projection.
Conside´rons les ensembles de parties avec l’inclusion (P(X × Y ),⊆) et (P(X),⊆)
comme cate´gories, c’est-a`-dire A→ B ssi A ⊆ B. Un foncteur est alors une fonction
croissante par rapport a` ⊆. On a les trois foncteurs suivants.
(1) pi∗ : P(X)→ P(X × Y ), pi∗(A) = pi−1(A) l’image re´ciproque ;
(2) pi∗ : P(X × Y ) → P(X), pi∗(B) = pi(B) = {x ∈ X : ∃y ∈ Y, (x, y) ∈ B}
l’image directe ;
(3) pi∀ : P(X × Y )→ P(X), pi∀(B) = {x ∈ X : ∀y ∈ Y, (x, y) ∈ B} ;
On a que pi∗ est un adjoint a` gauche de pi∗, et pi∀ est un adjoint a` droite de pi∗.
Une adjonction fournit deux familles de fle`ches cle´.
Exemple 6. Revenons a` l’adjonction du foncteur groupe abe´lien libre F : Ens→ Ab
et du foncteur d’oubli U : Ab→ Ens. Soient X un ensemble et A un groupe abe´lien.
On a
HomEns(X,UA)
'
→φX,A HomAb(FX,A)
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En particulier,
HomEns(X,UFX)
'
→φX,FX HomAb(FX,FX)
HomEns(UA,UA)
'
→φUA,A HomAb(FUA,A)
On a les fle`ches  naturelles  suivantes
ηX : X → UFX
x 7→ x  e´le´ments de la base 
εA : FUA → A
a 7→ a  prolonge´ par line´arite´ 
qui sont associe´es a` l’adjonction : ηX = φ
−1
X,FX(idFX), εA = φUA,A(idA). On retrouve,
par exemple, la proprie´te´ universelle de ηX que pour toute fonction X
g
→ UA il existe
un unique homomorphisme FX
g¯
→ A tel que Ug¯ ◦ ηX = g :
X −−−→
ηX
UFX
∀g


y


y∃!Ug¯
UA UA.
Les adjonctions sont lie´es de pre`s aux limites et colimites dans les cate´gories.
Proposition 1. Un foncteur qui posse`de un adjoint a` droite pre´serve toute (petite)
colimite. Un foncteur qui posse`de un adjoint a` gauche pre´serve toute (petite) limite.
Exemple 7. Le foncteur produit tensoriel ⊗M ci-dessus posse`de l’adjoint a` droite
Hom(M, ), et il pre´serve les sommes directes, c’est-a`-dire :
(
⊕
i∈I
Hi)⊗M '
⊕
i∈I
(Hi ⊗M)
Exemple 8. Le foncteur d’oubli U : Ab→ Ens ci-dessus posse`de l’adjoint a` gauche
groupe abe´lien libre, et il pre´serve les produits directs, c’est-a`-dire :
U(
∏
i∈I
Hi) '
∏
i∈I
U(Hi)
Exemple 9. Le foncteur image re´ciproque pi∗ ci-dessus posse`de un adjoint a` gauche
(pi∗) et un adjoint a` droite (pi∀), et il pre´serve toutes les ope´rations boole´ennes, meˆme
infinies.
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The´ore`me 1 (Crite`re d’adjonction de Freyd). 5 Soit X,A des cate´gories telles que
X posse`de toute (petite) colimite et Hom(A,B) est toujours un ensemble. Soit U :
X → A un foncteur. Alors U posse`de un adjoint a` droite s’il satisfait les conditions
suivantes :
(1) La condition de Freyd, qui est toujours satisfaite pour un foncteur d’oubli
d’une varie´te´ de l’alge`bre universelle.
(2) Le foncteur U pre´serve toute (petite) colimite.
Lemme 1. Toute varie´te´ de l’alge`bre universelle avec au moins une constante posse`de
toute petite colimite.
Preuve. Grosso modo, on a les e´quivalences suivantes :
toujours : colimites ↔ coproduits + coe´galisateurs
alg. univ. : ↔ colimites finies + limites inductives filtrantes
↔ coproduits finis + coe´galisateurs + limites inductives filtrantes
↔ co-(produits fibre´s) 6 + objet initial + limites inductives filtrantes
La deuxie`me e´quivalence peut se justifie´e par le fait qu’une alge`bre est toujours limite
inductive filtrante de ses sous-alge`bres finiment engendre´es. Par ailleurs on a,
– objet initial : l’alge`bre libre engendre´e par les constantes ;
– limites inductives filtrantes : comme dans les ensembles, en prenant la congruence
approprie´e ;
– co-produitfibre´ :
A −−−→ C


y


y
B −−−→ B
∐
AC
pour ceux-ci on peut proce´der de la fac¸on suivante. On conside`re d’abord le cas
ou` on a des alge`bres libres, disons A = F (XA), B = F (XB), C = F (XC). Alors
B
∐
AC = F (XB∪˙XC)/ΘA, ou` ΘA est la congruence approprie´e qui identifie les
images des e´le´ments de A. On traite ensuite le cas ge´ne´ral en utilisant le fait que
toute alge`bre est un quotient d’une alge`bre libre par une congruence.
2
Puisque les limites inductives filtrantes de l’alge`bre universelle se construisent
comme dans les ensembles on obtient que les foncteurs d’oubli les pre´servent tou-
jours. Ainsi, pour les foncteurs d’oubli de l’alge`bre universelle, le crite`re de Freyd se
rame`ne a` la condition suivante.
Proposition 2. Soient X,A des varie´te´s de l’alge`bre universelle et U : X → A un
foncteur d’oubli. Alors U posse`de un adjoint a` droite si U pre´serve les co-produitfibre´s
et l’objet initial.
L’observation suivante sera utile.
5. Voir MacLane (ibid.), chap. V, section 6.
6. Sommes amalgame´es, i.e. le dual des produits fibre´s.
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Lemme 2. Soient X,A des varie´te´s de l’alge`bre universelle et U : X → A un
foncteur d’oubli. Soit X[t0] l’alge`bre libre dans X a` un ge´ne´rateur t0. Supposons que
U posse`de un adjoint a` droite Υ. Alors Υ peut eˆtre repre´sente´ par U(X[t0]).
Preuve. En effet, pour tout objet X dans X on a
X ' HomX(X[t0], X).
En particulier, on obtient
Υ(A) ' HomX(X[t0],Υ(A))
' HomA(U(X[t0]), A)).
2
3. Exemples
3.1. De´rivations et se´ries formelles. Soient A la cate´gories des anneaux, ADIFF
la cate´gories des anneaux diffe´rentiels, et U : ADIFF → A le foncteur d’oubli.
L’alge`bre libre a` un ge´ne´rateur t0 dans ADIFF est donne´ par l’anneau
Z[t0]D = Z[t0, t1, t2, . . .]
Dt0 = t1, Dti = ti+1
ou` les ti sont des inde´termine´es. Notons que Dnt0 = tn. L’objet initial dans A est
Z. L’objet initial dans ADIFF est (Z, D), avec D la de´rivation nulle. On a donc
U((Z, D)) = Z, et U pre´serve l’objet initial. Le co-produitfibre´ dans A est donne´ par
le produit tensoriel. On note alors le phe´nome`ne suivant.
Lemme 3. Supposons (A,DA), (B,DB), (C,DC) des anneaux diffe´rentiels, et A →
B, A → C des homomorphismes diffe´rentiels. Soient les homomorphismes naturels
d’anneaux qui s’ensuivent i1 : B → B ⊗A C et i2 : C → B ⊗A C. Alors il existe une
de´rivation D sur B ⊗A C, et une seule, telle que i1, i2 soient des homomorphismes
diffe´rentiels.
Preuve. On a
A −−−→ C


y


y
B −−−→ B ⊗A C
et DB, DC sont des applications additives. On obtient alors les applications additives
DB ⊗ idC et idB ⊗DC . Posons
D = DB ⊗ idC + idB ⊗DC
On sait de´ja` que cette application est additive. D’autre part, on note que
D(b⊗ c) = DB(b)⊗ c+ b⊗DC(c)
et on ve´rifie directement que D est une de´rivation. 2
On voit qu’il suit de ce lemme que dans ADIFF les co-produitfibre´s sont donne´s
par les produits tensoriels, et que U pre´serve les co-produitfibre´s.
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Ainsi, par la discussion pre´ce´dente, U posse`de un adjoint a` droite, disons Υ, et cet
adjoint peut eˆtre repre´sente´ par U(Z[t0]D) = Z[t0, t1, . . .].
Conside´rons donc
Υ(A) ' HomADIFF (Z[t0]D,Υ(A))
' HomADIFF (U(Z[t0]D), A)
' HomA(Z[t0, t1, . . .], A)
' AN
Ainsi Υ(A) peut eˆtre repre´sente´ par les suites (a0, a1, a2, . . .) d’e´le´ments de A, le terme
ai correspondant a` ti dans l’identification ci-dessus.
On a l’homomorphisme εA = φΥA,A(idΥA) de´ja` vu
εA : UΥA→ A
qui dans la repre´sentation est donne´ par
εA(a0, a1, a2, . . .) = a0
Disons x ∈ Υ(A) repre´sente´ par la suite (a0, a1, a2, . . .), alors dans l’identification
ci-dessus on a Dix et Dit0 = ti qui se correspondent et on a
εA(D
nx) = an
De meˆme dans l’adjonction
HomADIFF (B,Υ(A)) ' HomA(U(B), A))
ϕ¯ ! ϕ
on a dans la repre´sentation ci-dessus
ϕ¯(b) = (ϕ(b), ϕ(Db), ϕ(D2b), . . .)
On a le phe´nome`ne observe´ au de´but de notre expose´ :
La donne´e d’une de´rivation sur un anneau A est e´quivalente a` la donne´e d’un ho-
momorphisme d’anneaux de A dans Υ(A).
En effet, si on a une de´rivation D sur A, alors on obtient un homomorphisme de
A dans Υ(A) par l’adjonction avec B = A et ϕ = idA, l’application identite´ de A.
Re´ciproquement, si on a un homomorphisme d’anneaux A
h
→ Υ(A), alors on ve´rifie
directement que D = εA ◦DΥ(A) ◦ h est une de´rivation sur A.
En particulier, pour A qui soit de caracte´ristique 0 ou` les entiers sont inver-
sibles, c’est la proprie´te´ de (A[[T ]], DT ) de´ja` observe´e, et dans ce cas (Υ(A), D) '
(A[[T ]], DT ).
Notons que si A est de caracte´ristique non nulle, alors on ne retrouve pas en
ge´ne´ral les se´ries formelles. Par exemple, disons A un corps de caracte´ristique 2, et
soit x ∈ Υ(A) repre´sente´ par (0, 0, 1, 0, 0, 0, . . .). Alors on a x2 = 0, qui est repre´sente´
par (0, 0, 0, 0, 0, . . .).
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Si on conside`re une de´rivation de Hasse 7 dans un anneau, c’est-a`-dire une famille
(Dn)n ∈ N d’applications telles que
(DH0) D0(x) = x
(DH1) Dn(x+ y) = Dn(x) +Dn(y)
(DH2) Dn(xy)) =
∑
k+m=nDk(x)Dm(y)
(DH3) Dk(Dm(x)) =
(k+m
k
)
Dk+m(x).
On appellera anneau diffe´rentiel de Hasse un anneau muni d’une de´rivation de
Hasse. Alors la discussion ci-dessus s’applique mutatis mutandis. A` savoir, soitADIFH
la cate´gories des anneaux diffe´rentiels de Hasse, et
U : ADIFH → A
le foncteur d’oubli. Alors le foncteur U posse`de un adjoint a` droite, disons ΥH , qui
peut eˆtre repre´sente´ par l’anneau diffe´rentiel de Hasse libre a` un ge´ne´rateur Z[t0]DH .
Or on voit que
Z[t0]DH = Z[t0, t1, t2, . . .]
avec la de´rivation de Hasse donne´e parDn(t0) = tn. Ainsi on a encore une repre´sentation
ΥH(A) ' A
N
x ! (a0, a1, a2, . . .)
et
εA : ΥH(A)→ A
εA(a0, a1, . . .) = a0
εA(Dn(x)) = an
et encore
HomADIFH(B,ΥH(A)) ' HomA(U(B), A))
ϕ¯ ! ϕ
ϕ¯(b) = (ϕ(b), ϕ(Db), ϕ(D2b), . . .)
Mais cette fois on peut voir que ΥH(A) peut toujours s’identifier avec l’anneau
des se´ries formelles A[[T ]] (muni de la de´rivation de Hasse de´termine´ par D1(T ) =
7. L’axiome DH3 indique qu’on ne conside`re que des de´rivations de Hasse ite´ratives.
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1, Dn(T ) = 0 si n > 1). En effet, les ope´rations d’anneaux dans ΥH(A) sont donne´es,
avec l’identification, par
εA(Dn(x+ y)) = εA(Dn(x) +Dn(y))
= εA(Dn(x)) + εA(Dn(y))
εA(Dn(xy)) = εA(
∑
k+m=n
Dk(x)Dm(y))
=
∑
k+m=n
εA(Dk(x))εA(Dm(y))
ou autrement dit, si x est repre´sente´ par (an) et y par (bn) alors
(an) + (bn) = (an + bn)
(an) · (bn) = (
∑
k+m=n
akbm)
ce qui co¨ıncide avec les ope´rations dans A[[T ]], vues sur les coefficients.
3.2. Vecteurs de Witt. Fixons un nombre premier p. Soient δA la cate´gories des
delta-anneaux (relatifs a` p), et U : δA→ A le foncteur d’oubli.
L’alge`bre libre a` un ge´ne´rateur t0 dans δA est donne´ par l’anneau
Z[t0]δ = Z[t0, t1, t2, . . .]
δ(t0) = t1, δ(ti) = ti+1
ou` les ti sont des inde´termine´es. L’objet initial dans A est Z. L’objet initial dans δA
est (Z, δp), avec δp(k) = x−x
p
p . On a donc U((Z, δp)) = Z, et U pre´serve l’objet initial.
Le co-produitfibre´ dans A est donne´ par le produit tensoriel. On note alors le meˆme
premier phe´nome`ne que dans le cas diffe´rentiel.
Lemme 4. Supposons (A, δA), (B, δB), (C, δC) des delta-anneaux, et A→ B, A→ C
des homomorphismes de delta-anneaux. Soient les homomorphismes naturels d’an-
neaux qui s’ensuivent i1 : B → B ⊗A C et i2 : C → B ⊗A C. Alors il existe une
p-de´rivation δ sur B ⊗A C, et une seule, telle que i1, i2 soient des homomorphismes
de delta-anneaux.
La preuve de ce lemme n’est pas aussi directe que dans le cas diffe´rentiel car
une p-de´rivation n’est pas additive. Cependant, a` tout delta-anneau est associe´ un
endomorphisme, dit endomorphisme de Frobenius, de´fini par f(x) = xp+pδ(x). Dans
le cas d’un anneau sans p-torsion qui posse`de un endomorphisme ϕ tel que ϕ(x) ≡ xp
mod p, alors on obtient une structure de delta-anneau en posant δ(x) = ϕ(x)−x
p
p , et δ, ϕ
se de´terminent l’un l’autre. Pour prouver le lemme, on peut d’abord traiter le cas des
anneaux sans p-torsion comme dans le cas diffe´rentiel en utilisant les endomorphismes
de Frobenius (voir le prochain exemple §.3.3). On traite le cas ge´ne´ral en utilisant le
fait que tout delta-anneau est quotient d’un delta-anneau sans p-torsion.
On obtient de nouveau un foncteur adjoint a` droite Υδ du foncteur d’oubli U , tel
que Υδ(A) peut se repre´senter par AN. On a aussi que la donne´e d’une p-de´rivation
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sur un anneau A est e´quivalent a` la donne´e d’un homomorphisme d’anneaux de A
dans Υδ(A).
Pour faire le lien avec les vecteurs de Witt, on utilise une autre pre´sentation du
delta-anneau libre a` un ge´ne´rateur, qu’on obtient a` l’aide de l’unique suite d’ope´rateurs
de´finie dans les delta-anneaux par
δ0(x) = x, δ1(x) = δ(x), f
n(x) = δ0(x)
pn + pδ1(x)
pn−1 + . . .+ pnδn(x)
Le delta-anneau libre a` un ge´ne´rateur peut alors eˆtre de´crit de la fac¸on suivante :
Z[u0]δ = Z[u0, u1, u2, . . .], δn(u0) = un. On peut montrer que si k est un corps parfait
de caracte´ristique p, alors Υδ(k) est isomorphe a` W [k].
Nous renvoyons a` l’article de Joyal pour plus d’information.
3.3. Endomorphismes. Un anneau muni d’un endomorphisme fixe´ est appele´ un
anneau aux diffe´rences. On notera habituellement σ l’endomorphisme en question.
Soient ADIF la cate´gorie des anneaux aux diffe´rences et U : ADIF → A le foncteur
d’oubli.
L’alge`bre libre a` un ge´ne´rateur t0 dans ADIF est donne´ par l’anneau
Z[t0]σ = Z[t0, t1, t2, . . .]
σ(t0) = t1, σ(ti) = ti+1
ou` les ti sont des inde´termine´es. L’objet initial dans A est Z. L’objet initial dans
ADIFF est (Z, σ), avec σ = idZ la fonction identite´. On a donc U((Z, σ)) = Z, et U
pre´serve l’objet initial. On note alors le phe´nome`ne de´ja` observe´.
Lemme 5. Supposons (A, σA), (B, σB), (C, σC) des anneaux aux diffe´rences, et A→
B, A→ C des homomorphismes aux diffe´rences. Soient les homomorphismes naturels
d’anneaux qui s’ensuivent i1 : B → B ⊗A C et i2 : C → B ⊗A C. Alors il existe un
endomorphisme σ sur B⊗AC, et un seul, telle que i1, i2 soient des homomorphismes
aux diffe´rences.
Preuve. On a
A −−−→ C


y


y
B −−−→ B ⊗A C
et σB, σC sont des homomorphismes d’anneaux. On obtient alors l’endomorphisme
σ = σB ⊗ σC
qui a la proprie´te´ voulue. 2
On obtient de nouveau un foncteur adjoint a` droite Υσ du foncteur d’oubli U , tel
que Υσ(A) se repre´sente par AN. On a aussi, de fac¸on analogue, que la donne´e d’un
endomorphisme d’un anneau A est e´quivalente a` la donne´e d’un homomorphisme
d’anneaux de A dans Υσ(A).
Cette fois, on peut aussi expliciter la structure Υσ(A). Conside´rons, comme on l’a
fait pre´ce´demment, la repre´sentation
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Υσ(A) ' A
N
x ! (a0, a1, a2, . . .)
et
εA : Υσ(A)→ A
εA(a0, a1, . . .) = a0
εA(σ
n(x)) = an
x ! (εA(x), εA(σ(x)), εA(σ
2(x)), . . .)
et encore une fois
HomADIF (B,Υσ(A)) ' HomA(U(B), A))
ϕ¯ ! ϕ
ϕ¯(b) = (ϕ(b), ϕ(σ(b), ϕ(σ2(b)), . . .)
Les ope´rations d’anneaux dans Υσ(A) sont donne´es, avec l’identification, par
εA(σ
n(x+ y)) = εA(σ
n(x) + σn(y))
= εA(σ
n(x)) + εA(σ
n(y))
εA(σ
n(xy)) = εA(σ
n(x)σn(y))
= εA(σ
n(x))εA(σ
n(y))
ou autrement dit, si x est repre´sente´ par (an) et y par (bn) alors
(an) + (bn) = (an + bn)
(an) · (bn) = (anbn)
ce qui co¨ıncide avec les ope´rations composante a` composante dans l’anneau produit
AN. On constate aussi que l’endomorphisme σ de Υσ(A) doit correspondre dans
l’adjonction avec εA ◦ σ : UΥσ(A) → A (B = Υσ(A), σ = ϕ¯ ci-dessus). Cela permet
de voir que, dans la repre´sentation, l’endomorphisme σ de Υσ(A) est donne´ par
l’application de de´calage, autrement dit
σ(a0, a1, a2, . . .) = (a1, a2, a3, . . .).
On pourra faire l’exercice de conside´rer dans cette optique les anneaux munis d’un
automorphisme, c’est-a`-dire un endomorphisme injectif et surjectif, et d’identifier le
foncteur adjoint a` droite du foncteur d’oubli dans A qui surgit. Ou encore les anneaux
munis d’un endomorphisme injectif.
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